FONCTION TRIGONOMETRIQUE

Fonction trigonométrique

Un article de Wikipédia, I'encyclopédie libre.

Pour les articlesomonymesvoir Cosinus (homonymigeYTangenteet Sinus -
F

VOIS [ uXses

Toutes les valeurs des fonctions trigonométriquesreangléd peuvent étre représentées geomeétriquement

En mathématiquedesfonctions trigopnométriquessont degonctionsdangleimportantes pour étudier les
triangles lescercleset modéliser des phénomeénes périodiques. Ellegepeétre définies comme rapports de
deux longueurs des c6tés diuanglerectangle contenant lI'angle, ou, plus généralerpantes rapports des
coordonnéese points du cercle trigopnométrique, ou, plus gdeéent encore, comme somme d'séee
entiére

Chacune de ces trois approches sera présentéssatde Il y a six fonctions trigonométriques deshas

= sinus (sin)

= cosinus (cos)

= tangente (tan = sin/cos) noté aussi tang ou tg

= sécante (sec = 1/cos) noté aussi séc

= coseécante (cosec = 1/sin) noté aussi coséc

= cotangente (cotan = 1/tan = cos/sin) noté ausgi@oicot

Le sinus, le cosinus et la tangente sont de Ia@iples importantes. Plusieurs relations entre @estions sont
énumérees a la page desntités trigpnomeétrigues
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FONCTION TRIGONOMETRIQUE
Lignes trigonomeétriques

Un triangle quelconque rectiligne (ou sphériquegsgale six parties dont trois cotés et trois angjlestes ces
parties ne sont pas utiles a la construction dngte, par exemple la seule donnée de deux cotieslaingle
entre ces cOtés permet de compléter le trianglés banaissant seulement les trois angles, ihesossible de
retrouver le triangle, puisqu'il existe une infinde triangles ayant les trois mémes angtemles
semblablek En fait il suffit de connaitre trois de ces Btdont un cété pour construire un triangle. Le
probleme de la détermination avec exactitude ddgepananquantes du triangle fut étudié en parécein
Europe a partir du Moyen Age. Les méthodes géoquisi ne donnant, a I'exception des cas simplesjegie
constructions approximatives et insuffisantes &eale I'imperfection des instruments utilisésréeterches
s'orientérent plutot vers des méthodes numéridiiresi'abtenir des constructions avec un degré deigion
voulu. Et I'un des obijectifs de la trigopnométriedonc de donner des méthodes pour calculer tbeggsarties
d'un triangle, c'est-a-dire porésoudre un trianglePendant longtemps les géometres cherchereniredes
relations entre les angles et les c6tés des taanglne de leur plus grande idée fut de se sesgiaccs plutot
gue des angles pour effectuer leurs mesures. Ussartmarc de cercleécrit de I'un des sommets du triangle
comme centre et compris entre les c6tés se rappatasommet. Ces considérations menerent tout
naturellement les géometres a remplacer les ardegpaegments de droites dont ils dépendent.

Ces segments s'appellent ligees trigonométriques Il s'agit en fait d'un autre vocable pour désides
fonctions trigonométriques (sinx, cosx, tanx,appelées aussi fonctions circulaires. Des relagon® les
cOtés et certaines lignes liées aux arcs s'étahtise maniere a ce que les lignes puissent &eentiéées a
partir de certains arcs et réciproquement. Une eoiion fondamentale oblige alors a ne considérereg!
lignes trigonométriques rapportées a des cercleaydam 1. Ces lignes trigonométriques définissesit |
fonctions trigonométriques modernes.

Les fonctions trigopnométriques mathématiques seltexqui s'appliquent a des mesures d'angles dereré
radians Mais il est encore d'usage de garder les mémas de fonctions pour les autres unités de mesures
comme leslegrésou lesgrades

Définitions dans le triangle rectangle

Pour définir ledonctionstrigonométriques en wmgleA, considérons utrianglerectangle arbitraire qui
contient I'angléA.
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FONCTION TRIGONOMETRIQUE

opposé

r

COote

cot¢ adjacent

Nous emploierons les noms suivants pour désigserdges du triangle rectangle :

* I"hypoténusest le coté opposé a l'angle droit, une jambéadgleA et le coté le plus long du triangle,
= lecoté opposeést le coté oppose a I'anglequi nous intéresse,
= le cOté adjacenest le c6té qui est une jambe de I'aglgui n'est pashypoténuse

On notera:

o : la longueur du co6té opposé
a: lalongueur du c6té adjacent
h: la longueur de I'hypoténuse

1) Lesinusd'un angle est le rapport de la longueur du cpp®sé par la longueur de I'hypoténuse :
sin(A) = longueur du coté opposé / longueur de I'hypetéro/h.

Notez que ce rapport ne dépend pas du trianglanglet particulier choisi, aussi longtemps qu'il teemt
I'angleA, puisque tous ces triangles rectangles sont séfebla

C

B
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FONCTION TRIGONOMETRIQUE
2) Lecosinusd'un angle est le rapport de la longueur du odjcant par la longueur de I'hypoténuse :

cos@) = longueur de c6té adjacent / longueur de I'émpose =a/h.

=
A A B

3) Latangented'un angle est le rapport de la longueur du cppbseé a la longueur du coté adjacent :

tan(@) = longueur du coté opposé / longueur du cotécadiz=o/a.

=

= Cosinus= Adjacent/Hypoténuse ;
= Sinus= Opposé/Hypoténuse ;
= Tangente= Opposé/Adjacent.

Les trois fonctions restantes sont définies ermsatit les trois fonctions ci-dessus.

4) La cosécante d&notée cosed) est l'inverse du sinus de 1/sin@), c'est-a-dire le rapport de la longueur
de I'hypoténuse par la longueur du coété opposé :

cosecf)=longueur de I'hypoténuse / longueur du coté oppdso.

5) La sécante d& notée sed) est l'inverse du cosinus de 1/cosf), c'est-a-dire le rapport de la longueur de
I'hypoténuse par la longueur du c6té adjacent:

secf)=longueur de I'hypoténuse / longueur du coté adipeh/a.

6) La cotangente d& notée cotdh) est l'inverse de la tangente dlel/tan@), c'est-a-dire le rapport de la
longueur du cété adjacent par la longueur du copdsé:

cotg@®)= longueur du c6té adjacent / longueur du cotéos@p=alo.

FONCTION TRIGONOMETRIQUE.doc http://joho.monsite.orange.fr/ 4




FONCTION TRIGONOMETRIQUE
Valeurs remarquables

Il existe des tables de valeurs des fonctions tiogoétriques, mais ces valeurs peuvent égalementdtulées

par la calculatrice. Pour quelques angles simf#esjaleurs peuvent étre calculées a la main, codans les
exemples suivants :

Supposons que I'on ait un triangle rectangle damsal les deux

angles sont égaux et valant donc 45 degidsédian3. Puisque les longueusasetb sont égales, nous pouvons
choisira=b=1.

Maintenant, on peut déterminer le sinus, le cosatua tangente d'un angle de 45 degreés. En utillsa
théoréme de Pythaggi€ = V a?+ b = \@ Ceci est illustré dans la figure de droite.

Par conséquent,
sin4h” =
cos45° =

t 4”0—1—1
andd” = o =

Pour déterminer les valeurs des fonctions trigorioqées pour des angles de 60 degn#3 adians) et de 30
degrés£/6 radians), nous commencgons par considérer urgtaaquilatéral de longueur latérale 1. Tous ses

angles sont de 60 degrés. En le divisant en deaws abtenons un triangle rectangle dont un angldes30
degrés. On obtient :

sin 30° =

1

2'
3
cos 30° = i_
2,
3
tan30° = \/?_

et

sin 60° =

| S
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FONCTION TRIGONOMETRIQUE

cos 60° =
tan60° = V'3

On peut se souvenir de ces valeurs en constrdia;ﬂ?lg suivante : en mettant dans l'ordr&/®,(30°),7/4
n

(45°),n/3 (60°) etn/2 (90°), le sinus prend les valel 2 , et pour le cosinus, on prend l'ordre inverse.

Valeurs particulieres dgin etcos
nl6 w/d | nl3 | =2
30° 45°| 60° | 90°
sin VO VIV2 V3 V4

2222?
0

Angle| O

1/2
mgffff
2 2
1 1/2 0
tan 0

= Autres valeurs remarquables :

i (1) = 22 o (T) L W22

, T 1
sm(E)— 1 3
tall(ZL):u/_—x/_‘J\/ﬁ—lj

Définitions a partir du cercle unite
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FONCTION TRIGONOMETRIQUE

Les six fonctions trigonométriques peuvent égaldrage définies a partir deercle unitéLa définition
géométrique ne fournit presque pas de moyens paaltul pratique; en effet elle se fonde sur dandles
rectangles pour la plupart des angles. Le cenglertométrique, en revanche, permet la définitios foactions
trigonométriques pour tous les réels positifs ogatiés, pas seulement pour des angles de mesueeliams

_ 0et —
comprise entr 2.

Dans un plan muni d'urepere orthonorm (0514, 5"::', le cercle trigopnométrique est lecerclede centre et de
rayon 1. Sil'on considére un poi(ixa, ya) sur le cercle, alors on a :

cos (i, O_:Ll) =14
sin (1,0A4) = y4

Sur le cercle ci-dessous, nous avons représerigénseangles communs, et nous avons indiqué leassimas
en radians figurant dans l'intervalle [ =, 2], soit deux mesures par angle et méme trois pangle nul.

Notez que nous mesurons les angles positifs dasenketrigonométrique, contraire a celui des deguid'une
horloge, et les angles négatifs dans le sens botaire demi-droite qui fait un andleavec la demi-droite
positiveOx de I'axe des abscisses coupe le cercle en ungmuodordonnées (dysind). Géométriquement,
cela provient du fait que I'hypoténuse du triamgldangle ayant pour sommets les points de coogsn(D,

0), (cosh, 0) et (cod, sinb) est égale au rayon du cercledoncal.Ona . _
i

cosfl=— =1 . A
1 . Le cercle unité peut étre considéré comme urenfde regarder un nombre infini de
triangles obtenus en changeant les longueurs dés apposés et adjacents mais en gardant la londadeur

hypoténuse égale a 1.

Bien que seulement le sinus et le cosinus aierdédiBis directement par le cercle unité, les autoactions
trigonométriques peuvent étre définies par:

sin

tanf =
cosf
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1

secll =
cos f]

cosectl = —

sin f

cosf
cotgfl = —

sin

Le cercle unité a pour équation :
2 2
x4y =1

Cela donne immédiatement la relation
2 . 2
cos (f) +sin"(f) =1

Relations entre sinus et cosinus

NB : Les valeurs d'angles sont en radians.

Pour définir les angles strictement plus grands2meu strictement négatifs, il suffit d'effectuer detations
autour du cercle. De cette fagon, le sinus et $incs deviennent désnctionspériodiques de pério2m :

pour tout angllet toutentierk :
cos(f) = cos(f 4 2km)
sin(#) = sin(6 + 2kw)

Ceci exprime le caractére périodique de ces fonstiGrace au cercle, et avec des considératiomséigques

simples, on peut voir que

cos(f# 4+ m) = — cos(F)
sin(f + ) = —sin(#)

car @ + T etfsont diamétralement opposes sur le cercle.

cos (% — E‘) = sin(#)
sin (é — 6‘) = cos(#)

]

T _ g .
car 2 est le point symétrique par rapport & la bissectrice '}r,?i! J ‘J
cos (E‘ + é) = —sin(#)
sin (é‘ + é) = cos(f)
6+ - | |
car 2 se déduit de dflpar rotation d'un quart de tour.

cos(m — #) = —cos(#)

8
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FONCTION TRIGONOMETRIQUE
sin(m — #) = sin(#)
car ™ — Festle symétrique cfpar rapport a(oﬂ j} .
cos(—#) = cos(0
0)

sin{ —f) = — sin

(0,7),

car —F est le symétrique cHpar rapport ¢

Ces formules font partie degentités trigonométriques

Représentations graphiques

Voici les représentations graphiques des fonctsimss, cosinus et tangente:

Fi

|r| 1— s v

|r| 1 — s
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Ta | fral  raioa |

Parité des fonctions
= —sin(x)

sinusest une fonctioimpaire: vV € Ron asm(_i’)

cosinusest une fonctiopaire: Vx € Ron acos(—x) = cos(x)
= — tan(x)

tangenteest une fonctiohﬂgaire:vm € R\ {n/2+ Zm}op atan(—z)

Définitions a partir des séries entieres

Ici, et généralement eanalyseil est de la plus grande importance que touamgges soient mesurés en

radians On peut alors définir
2 B p2k+L +co pintl
i —r—_ 1= ... I I e
s(z) =z =gty e D G T HZ:‘;{ S en T
2 gt 2k +eco 2n
T T g, L A —1y"
cos(z) g T T U = 2 (F e

Ces définitions sont équivalentes a celles donciégsssus ; on peut le justifier avec la théoriesies de

Taylor, et avec le fait que l@&érivéedu sinus est le cosinus et que celle du cosintu®pposé du sinus.
Ces définitions sont souvent utilisées comme paentépart des traités rigoureugrdilyseet de la définition

du nombrer puisque la théorie deriesest bien connue. L@erivabilitéet lacontinuitésont alors faciles a
établir, de méme que lé&srmules d' Euleen analyse complexe reliant les fonctions trigo@éiigues a la

fonction exponentielleainsi que ibentité d'EulerLes définitions utilisant les séries ont I'avaeata
supplémentaire de permettre de prolonger les fomgtsinus et cosinus en desctions analytiquedans tout

le plan complexe

Relations avec la fonction exponentielle et les mibres complexes

10
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FONCTION TRIGONOMETRIQUE
On peut montrer a partir de la définition des ségiee les fonctions sinus et cosinus sont resggotnt la
partieimaginaireet la partie réelle de fanction exponentiellguand son argument est imaginaire pur :

e’ — cos@ +isinf.

Cette relation a été trouvee tarler.

oo {_1‘311 ontl el: _ E—ll
sinz = — Tt = — _gsh (1z)
; (2n + 1)! N (12
oo {_1‘311 5 El_,_l_e—ll
cos z = 2" = =ch(2z)
; (2n)! 2 (22,
oui?=-1.

cosx = Re (")
Im

sinr =

Trigonométrie complexe

Fonctions réciprogues

Les fonctions trigonométriques ne sont pasctives En les restreignant a certaingervalles les fonctions
trigonométriques réalisent des bijections. Lesiappbns réciproquesfcsin arccos arctan arccosegcarcsec
etarccotg sont habituellement définies par :

1. pourtous réelsety tels que

-1<x<1,a/2<y<nl2,

y = Arcsin(x) si et seulement gi= sinf)
2. pour tous réels ety tels que

-1<x<1,0<y<m,

y = Arccos(x) si et seulement si= cosy)
3. pourx réel guelconque attel que

-n/2 <y <7l2,

y = Arctan (X) si et seulement gi= tang)
4. pour tous réels ety tels que

(x<-1loux>1), («/2<y<mu/2 et y#0),

y = arccose€x) si et seulement gi= cosecy)
5. pour tous réels ety tels que

(x<-1loux>1), (0<y<mety#mn/2),

y = arcsegXx) si et seulement gi= secy)
6. pour tous réels ety tels que

x?0,(0<y<mnety?n/2),

y = arccotg(x) si et seulement gi= cotgf)

Ces fonctions peuvent s'écrire sous forme d'intégiadéfinies :

1
Arcsin(r) = | ——d
. csin(x) /m T

Arccos(r) =

1
S
2. vV1-1?
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1
Arctan(zx /
3. 1—|—I‘
- /- F :
arccosec(r — —  dr
4 rvr?—1
1

arcsec|( / =
5 Ty T* 1

1
arccotg(r) = f dr

Egalités pratiques :

1 cos(Aresin(z)) = v1 — z?
o> sin(Arccos(r)) = v'1 — x?

6.

T
sin(Arctan(r)) = ———
3 VA —I— 1>
tan(Aresin(r)) = -
4 — r?
. tan(Arccos(z)) = - 1 — 2
cos(Arctan(r)) = 1

6. SERVAR

Propriétés et applications

[IArticle détaillé :Applications de la trigonométrie

Les fonctions trigopnométriques, comme leur nonulggere, ont une importance crucialetgmonomeétrie
mais interviennent aussi dans I'étude des foncpénsdiques.

En trigonométrie

En trigonométrie, elle fournissent des relationéressantes entre les longueurs des cbtés etgles atun
triangle quelconque.

Considérons un triangle quelconque :

B
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» |aloi des sinus'écrit:
sinA sinB sinC
a ]

Cette relation peut étre démontrée en divisamtdadle en deux triangles rectangles et en utiliadéfinition
ci-dessus du sinus.

sin(A)

Le nombre commu @  apparaissant dans le théoreme est l'inverse dwettiamiucercle circonscriaiu
triangle (cercle passant par les trois poitB etC). La loi des sinus est utile pour calculer degjlggurs
inconnues des cbtés dans un triangle quelcongleugiangles et un cété sont connus. C'est undisitua
courante survenant danstteangulation une technique pour déterminer des distances imesen mesurant
deux angles et une distance.

= laloi des cosinusuthéoréeme d'Al-Kashést une généralisation theoreme de Pythagore

2 2 2 =
¢ =a”+b" — 2abcos(C)
A nouveau, ce théoréme peut étre démontré en diMisariangle en deux triangles rectanglesldiales
cosinusest utile pour déterminer les données inconnuwestdangle si deux des cotés et un angle sontunn

Remarquons que I'angle connu doit étre contenuldardeux cbtés dont nous connaissons la longueur.

= |lyaégalement l&i des tangentes

a—b tan((4A - B)/2)
a+b tan((A+ B)/2)

L'utilisation des fonctions trigonométriques ndiggte pas seulement a I'étude des triangles. aestions
trigonométriques sont désnctionspériodiques dont les représentations graphiquessmondent a des
modeles caractéristiques d'ondes, utilisés pouriismit des phénomenes oscillatoires tels que ledudes
ondes de la lumiere. Chaque signal peut étre @mmime une somme (en général infinie) de foncti@nsinus
et de cosinus de différentes fréquences; ce seaélees de Fourier

Pour avoir un formulaire de relations entre lectmms trigonomeétriques, consultez ldsntités
trigonométrigues

En analyse harmonique

harmonics: 1

Animation montrant la décomposition additive d'amele carrééorsque le nombre d’harmoniques s'accroit
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Les fonctions sinus et cosinus apparaissent aassild description d'umouvement harmonigue simpign
concept important en physique. Dans ce contextifegions sinus et cosinus sont utilisées pouricgles
projections sur un espace a une dimensionrdomvement circulaire uniformée mouvement d'une masse au
bout d'un ressort, ou une approximation des ofioitla de faible écart angulaire d'un pendule.

Les fonctions trigopnométriques sont aussi impoesugians d'autres domaines que celui de I'étudeiaegles.
Elles sonpériodiqueset leurs représentations graphiques sont desddesset peuvent servir a modéliser des
phénomeénes périodiques comme le somtekesde lumiere. Tout signal, vérifiant certaines prégs, peut
étre décrit par une somme (généralement infinigpdetions sinus et cosinus de différentes fréqesnc'est
l'idée de base daahalyse de Fouriedans laquelle les séries trigopnométriques saligéds pour résoudre de
nombreuxprobléemes aux valeurs limitelns des équations aux dérivées partielles. Range uneonde

carrée peut étre décrite par usérie de Fourier

4 & sin (26— 1)t)
I“‘mém_E; (2k—1)
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