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FONCTION, SERIES ET DERIVEES.

Y_,

dx

dy _

da
Wy,

db

d_y_ a
dx ax+b’
d_y_ X
da ax+b’
dy__1 .
db ax+b’
d_y:aeax+bl.
dx
d_yzxeax+b;
da

d
_y:eax+bl.
db

dy =-asin(ax +b);
dx

dy =—xsin(ax +b) ;
da

dy =—sin(ax +b) ;
db

dy =acos(ax+b);
dx

dy =xcos(ax +b);
da

dy =cos(ax+b);
db

dy__ 2 .
dx  cos?(ax+b)
dy X
da cos?(ax +b) ’
dy _ 1

db  cos®(ax+b)’
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dy _ —(2ax +b)sin(ax > +bx +c¢) ;
X

dy

dy
da

d—y=2ax+b;
X
d_y:XZI'
da
d_yzle'
db
d_y_ 2ax+b

dx  ax?+bx+c
dy x2
da ax? +bx+c
dy _ X
db  ax?+bx4c

d
ay = (Qax + b)eax2+bx+c :
dx

d_y _ X2eax2+bx+c :

da
d 2
y eax +bx+c .

db

=—x?sin(ax? +bx +¢);

dy =—xsin(ax’ +bx +c¢);
db

(2ax + b) cos(ax? +bx +c¢) ;
d_y: x? cos(ax? +bx +¢);
da

d_y: x cos(ax? +bx +¢);
db

d_y_ 2ax+b

dx  cos?(ax? +bx +c)

dy x2

da  cos?(ax? +bx +c)

o
<
>

db cos(ax? +bx+c)
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10.

11.

12

13

diagramme {-1/T, In(P)}. La pente de la tangente ( AH/R) est donc égale a

Sachant que (g.h)=f ".g+f.g'ona:
{FPO)Y={f FY=f "f+f.f =2 .f '
{FPOOY={.F2Y=f "F2+f.(F2)=f " f2+f (2f f )=3f "£?

(FGOY =nf £

sin(x) =x —~—+ -
s
2 4 6
cos(x)—l——+x——x—+
204 6
2 3 4
ln(1+x):x—X—+X——X—+...
2 3 4
3 5
X
gx)=X+—+—+...
g(x) T

pas d'extrémum; pas de point d'inflexion

extrémum & x=-b/2a; pas de point
d'inflexion

pas d'extrémum; pas de point d'inflexion

pas d'extrémum; pas de point d'inflexion

pas d'extrémum; pas de point d'inflexion

pas d'extrémum; pas de point d'inflexion

pas d'extrémum; pas de point d'inflexion

extrémum a
d'inflexion
6a’x2+6abx+2ac+b?=0

x=-b/2a; 2  points
lorsque

pas d'extrémum; pas de point d'inflexion

pas d'extrémum; pas de point d'inflexion

pas d'extrémum; pas de point d'inflexion

pas d'extrémum; pas de point d'inflexion

pas d'extrémum; pas de point d'inflexion

extrémum a x=-b/2a; 2 points
d'inflexion lorsque 4a’x*+4abx+2a+b?=0

pas d'extrémum; pas de point d'inflexion

pas d'extrémum; pas de point d'inflexion

pas d'extrémum; pas de point d'inflexion

pas d'extrémum; pas de point d'inflexion

extremum a x=-b/a; point d'inflexion a
x=(n/2-b)/a

extremum a
ax2+bx+c=0

x=-b/2a et  pour

extremum a a=-b/x; point d'inflexion a
a=(n/2-b)/x

extremum pour ax®+bx+c=0

extremum a b=-ax; point d'inflexion a
b=n/2-ax

extremum pour b=-(ax?+c)/x

L'équation de Oldham-Clapeyron, Ln(P):—%+%

grdce aux deux points :
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{In(2.339 10%), -1/(293)} et {In(1 10°), -1/(373)}
avec R=8.314 J/mol K.
d'ot, AH= 42654 J/mol =2.37 MJ/kg.
14
L'expression du flux, fraversant le tube et son isolant, est de la forme ¢=(KS),. AT, avec

T; +ec T

In In

1 1 I; r; +ec
= + + +
(KS), hy2mL  2mh L 2mL hg,2mr L
Le flux est donc une fonction du rayon extérieur d'isolant re. Ce flux passe par un maximum
lorsque le dénominateur (1/KS,) passe par un minimum (sa dérivée s'annule).

, résistance thermique équivalente.

+ 2
2L r. h 2nrg L

ext

Ainsi, ! =0+0 L ! =0 pour re=Ai/hex:
(KS),

Schéma du dispositif

Le propriétaire cherchant a minimiser les pertes thermiques doit isoler ce tuyau avec une
épaisseur suffisante re>A/h..+ h afin de ne pas étre au maximum. Il doit aussi se situer
suffisamment loin aussi, afin d'avoir une résistance thermique avec son isolant au moins
inférieure a celle du départ (c'est a dire sans isolant).

Puissance

lindique (W/m) o pem

18.0 P 500 W/m?°C
o 20 W/m?°C

16.0 1 . 393 W/m°C
140 /.. AT 10°¢
120 .
1001 . el % =05 W/m°C
80 - e
60 | e el 03
40 . T 0.2
2.0 1 . ‘.
00 Epaisseur d'isolant (m)

0] 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2

Résultats pour différentes valeurs de conductivité de l'isolant

Jean CASTAING-LASVIGNOTTES http://jc.castaing.free.fr/
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15

(cos3 x —3cosx)'=-3 sinx cos® x + 3sinx = 3sinx(l— cos? X) = 3sin’ x

(x2—4x+5j x2 —6x+7

x2—3x+2

S (x2-3x+2)2
[x’(x* =1)*]=x>(x* =1)(7x*> =3)

[x*x2 + D2 (x =12 T=2x3(x% + D2 (x = 1)(6x> = 5x2 +3x—2)

(x x—lj _ x2+x—1
x+1 0 Jx-1nx+1)?

1

-

(x2+1)2

(sinm(ax + b)) = amsin™ ! (ax + b) cos(ax + b)

x2+1)3

16
Utilisons pour répondre da la question la définition de la dérivée de la composition de deux
df(u(x)) _ df(u) du(x)
1 : :

onctions : [fo '=
f | [fou(x)] a0 i

Si la fonction initiale est paire =>f(-z)=f(z), c'est a dire dans notre cas lorsque u(x)=-x on a
df(-w) _df(w . dw _
du du dx
Donc, la dérivée d'une fonction paire est impaire.

Une démarche similaire conduit au fait que la dérivée d'une fonction impaire est paire.

17
1\2
y=(x+V1+x2)% = (x+(1+x2)2J
1 1
9 2)2 )2
y'=2|x+|1+x I+x1+x
Jean CASTAING-LASVIGNOTTES http://jc.castaing free.fr/
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yvv:z[H(Hxz)i](m(mz)-i} +{x+(l+xz)é}(l+X(l+xz)—iJ
:2[1 i Xz)i](l i )—QJ +{x+(l+ XZ)QJ(@ )2 e XZ)i]
s3] el o))

On vérifiera bien que (1+ Xz)y"+xy'—4y =0

18
(cos2 x)‘: —2cosxsinx
(sin2 x)‘: 28in X cosX
(cos mx)': —msin mx
) -
1-x (l—x)2
() -
I+x (1+x)2
( 1 )'_ 2x
1-x2 (1—x2)2
19
) X = sint
y = sin2t

Pour dériver y=g(x), on applique le fait que t=f(x) et on écrit :

1

Yy = y't.t'X , avec y't =2cos(2t) .

Le calcul de t, est plus délicat car on ne conndit que x=h(t)=sin t.
Il existe un théoreme qui stipule que les dérivées de deux fonctions inverses sont inverses,

. . ' 1
ou encore en reprenant la notation ci dessus :t, =—.

Xt
. Y . ' 1
Appliqué a notre cas on obtient : t, =——.
cost
Jean CASTAING-LASVIGNOTTES http://jc.castaing.free.fr/
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X =sint
On obtient alors ¢ | 2052t 2c0s2t—1
Yy = = =4cost———
cost cost cost
X =sint X =sint
De méme on obtient ; 1 . , sint | 1 ,quidevients . sint
Yy =| —4sint+2 —_— x =4
cos> t/ cost cost
X =sint
et < w 4 2 sin?t) 1 2 sin? t
Yx=| Tt T2 v ol R
cos“t cos"t cos” t/ cost cos™ t cos™ t
t-1
X=—
(2) t+1
v t2-1
2 +1
. x+1 .. . s 2x
de (2a) on tire t=—— qui introduit dans (2b) conduita : y=
1-x x? +1
2 3 4 2
N 1-x X~ —3x —XxT+6x° -1
dol y'=2—— y's4d———= y"=12——7—
(x2 + 1) (x2 + 1) (x2 + 1)
Jean CASTAING-LASVIGNOTTES http://jc.castaing.free.fr/
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| INTEGRATION
_[Acos(mt)dt = ésin(mt) IAsin(mt)dt = —écos(o)t)
® ®
A
IAtg(mt)dt = ——1In(cos(mt))
20
[ cos(tydt [ sin(t)dt [ te(tdt
[0, m] 0 2 0
[O, TC/Z] 1 1 0
[0, w4] V2 V2 In( V2 )
2 2 2
[-n, ] 0 0 0
[-n/2, n/2] 2 0 0
[-n/4, /4] V2 0 0
de _In(x)
ox o
J. e Mdx = c
o

.y . , R
Considérant le demi rectangle hachuré, dS=de

’

Adp ,//[Aé ::(Zegip ¢lément différentiel de périmetre : dp=R
dp =R sind6 '

R>.d0 Rd0

2

Alors dS=

2
et donc S= I nR>2
0

dr—sfe Considérons la surface annulaire limitée par
les cercles de rayons r et r+dr, la surface est
dS=2nrrdr

p=2=nr

R
Ainsi, S= I 2nrdr = 7R 2
0

Jean CASTAING-LASVIGNOTTES http://jc.castaing.free.fr/
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8
Iln(x)dx =xIn(x)—x
9
2 2
j x In(x)dx = XT In(x) _XT
10
Xn+1 Xn+1
Tl = 1 -
Ix n(x)dx o n(x) (n+1)2
11
Icosz (x)dx = J‘ cos(2x)+1 dx = sin(2x) +lx
2 4 2
12
Isinz (x) dx = J‘ 1—cos(2x) dx = sin(2x) —lx
2 4 2
13
. sin? (x)
Icos(x) sin(x) dx = —

14, 15, 16 et 17.
Dans tous les cas, 5W=-PdV, ot P=f(V) est différent selon les transformations.

transformation travail
isotherme PV=cte=A I_% dV = —AIn(V)
isentrope PV'=cte=A 1~y
P A gvoaY
\ -y
isochore V=cte 0
isobare P=cte PAV
18
Ixzexdx = [xz +2x + Z]eX
e
x1+x7 ) 2 >
IX3V1+X2dX = IXZ.XV1+X2dX =¥—3(1+X2)2
x2dx xdx X 1
] 2.2 =[x 2 2 5 Arctgx
(x* +1) (x* +1) 2(x2+1) 2
jxsinxdx =sinX — XCOSX
Jean CASTAING-LASVIGNOTTES http://jc.castaing.free.fr/
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X —X
Ixchxdx = Ixidx = l“ xe*dx + J-xefxdx] = x shx — chx
2 2
J‘Inxdx =xInx—-x
J.x2 cos xdx = x” sin X + 2x cos X —2sin x

2 2
lenxdx = X—1nx—x—
2 4

Ixa"dx = Ixe"lnadx = a—(x —Lj
Ina Ina

19
2
. . 1-t . 2t 2dt
Si on pose t:tgi,on obtient cosx = 5 osinx = set dx= d2
2 1+t 1+t 1+t
d 2dt I+t+1-t 1 1
=] - d= | de+ [ dt = —In(1— )+ In(1 + ©)
cosx 1—t2 °(I-t)(1+t) (1-1t) (1+1)
jd—x — J.dt =t
1+ cosx
.[0053 xdx = Icosz x cosxdx = I(l —sin’? x)cosxdx = Icosxdx —sin? x cosxdx
. sin>x
= sinx -
sinxdx _l 1
cos” x 2 cos? x
.4 .2 \2 1-cos2x)” 1 )
J.sm xdx = j(sm x) dx = j —— | dx= —I(l —2c082X + cos 2x)dx
2 4
_ l.[(l 2 cosdx 4 cos4dx + ljdx _ 3_x_ sin2x N sin4x
4 8 4 32
Isinz xcos® xdx = J-sin2 x cos® x cosxdx = J-sin2 x(l —sin? x) cosxdx
) . 4 sin® x  sin’ x
= j(sm X COSX — sin xcosx)dx = - 5
.2 (1 — cos? x)
1
Itgzxdx:ISIHZde:j 3 dx:j 3 dx—jdx:tgx—x
cos” X cos” x cos” x
Jean CASTAING-LASVIGNOTTES http://jc.castaing.free.fr/
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

La variation d'énergie interne de la masse M de fluide contenue dans le réservoir est égale a

: M.Cp.((ii—fzdb.cp.(Tentrée —T) ol T (variable) représente la température du fluide a la sortie du

réservoir (donc celle & l'intérieur).

db
1
— t=0
T _
| M = T,
T db
—>
——
30 ] o
T(C) aT db . .
25 | On a alors .———=—4dt, dou
""""""""""""" (Temrée _T) M

20 o T apres intégration :

db = 0.5 kg/s db R
15 - ln(T—Temée):—ﬁHA, ou A est
10 | M = 1000 kg une constante d'intégration calculée a

Te=25°C partir des conditions aux limites. On
5 1 TO = 3°C _ ) _do

+ (mn) obtient au final : (T~ Tenwee) _ t
0 ~ lentrée

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

La variation d'energie interne de la tranche de fluide d'épaisseur dx est égale a:
0 =0.dS(Ty —=T)-db.C,.dT = a.o.dx.(T, —~T)~db.C,,.dT , que I'on peut encore écrire :
dT o.c
—=——dx,
(Ty-T) dbC,
Tu
TO
) —T &
/ / —
T - —/ T+dT
X }
dx
Cette expression, donne apreés intégration et prise en compte des conditions aux limites :
(T-Ty) _ eidb..Cp *
Tl - TO
Jean CASTAING-LASVIGNOTTES http://jc.castaing.free.fr/
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0, TCO
45 1

a = 1000 W/m?2 °C

40

30 1 o = 1*0.02
W To=45°C
25 Te=25°C

5 e db = 0.005 kg/s
"""" Cp = 4180 J/kg°C

20 : : : : : :
000 020 040 060 080 100 120

x (m)

140 160

Répartition spatiale des températures le long de I'échangeur, influence du coefficient d'échange

La variation d'énergie interne de la masse M de viande est fonction de la qualité de I'isolation
thermique du camion et de la puissance P de refroidissement installée selon :

P
M.cp.i—f =KS(T, -T)—[P| =KS[(T, _T)_%]

. i A

Y
™,
|
=
11
111}

PN
-

L'expression précédente devient, apres intégration et prise en compte des conditions

initiales :
PP e
T-T, + 1+ =11e M
KS KS
co-courant conftre-courant
(])ZH N (Tcs _Tfs) _(Tce _Tfe) (])ZH N (Tce _Tfs)_(Tcs _Tfe)
¢ In (Tcs - Tfs) ¢ In (Tce - Tfs)
(Tce - Tfe) (Tcs - Tfe)
, dT P
L'ED est de la forme M.Cp—e=hS(Ty =T) =P =hS[(Ty - T) -]
La solution est alors, apres intégration et prise en compte des conditions aux limites :
h.S
—t
T-T, + =L MG
hS kS

a t=0, la climatisation est mise en route, on calcule alors le temps t nécessaire pour que T

. MC hS(T, - Ty)+P
atteigne la valeur T1: t=——LIn[ (0 =Ty)+P)
hS P
Jean CASTAING-LASVIGNOTTES http://jc.castaing.free.fr/
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L'industriel doit connditre a chaque instant la valeur de son stock de froid S(t).
Ce dernier varie soit a cause de la consommation C de son process (diminution de 5(t)), soit a

cause de son systéme P de production de froid (augmentation de S(t)).

. . (g . ds < L Vs .
L'ED relative au cas général est alors la suivante : d—=P+C ol l'on voit bien que I'évolution
t
de S sera linéaire au cours du temps.
Mais le systéeme de froid ne se mettra en route que lorsque S aura atteint un certain seuil
S0 si bien qu'on peut avoir trois régimes.

Consommation seule avant d'atteindre SO;

Consommation et production en méme temps;
Production seule (en période creuse de la journée) avant d'atteindre la valeur initiale de S.

L'industriel a donc pour soucis de vérifier qu'a la fin de sa journée (24 h), le stock soit a
nouveau au seuil initial avant de recommencer une nouvelle période de 24 heures, sinon il devra

augmenter la valeur de P.

7

L'application du premier principe au thermocouple donne : Cil_[tj = Qo + Quond GVEC COmme

conditions initiales (1=0) : T=T.x: B

Tex'r

M L \© S.
Cp
51 \@

. AS
Dod, MCpi—f “KS, (T =)+ 22 (T - T),

AS,
dT AS Ksl Tvrai +— Text
ou encore MCp— = (KS, +—=)( -T).
dt L AS,
KS, +—
L
La séparation des variables en temps (dt) et en température (dT) conduit & :
AS,
4T ) (KS; +—L N
1S -
KslTvrai + 72Text MCP
L
( 7S -T)
KS, + —2
L
Jean CASTAING-LASVIGNOTTES http://jc.castaing.free.fr/ 13
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AS AS
KS T+ T (KS; +-7%)
qui une fois intégrée, donne —Ln( L T)=—— L ¢icC
AS, MCp
KS, + I

La prise en compte des conditions initiales (=0, T=T ;) permet de lever l'inconnue C :

AS
KS 1 Tvrai + TZ Text

—Ln( s ~Tey)=0+C
KS, +—
L
L'expression devient alors :
AS AS
KslTvrai +T2Text KslTvrai +T2Texl
-T —
AS A A A5,
KS, + 22 XS, +52 KS, + 52 S
—Ln( }\‘SL )= MC L ¢ = ?\.SL —e MO
KslTvral + 2 Text P KslTvrai +72Texl _Texl
-T
7\’ ext 7\’
KS, +& KS, +&
1S 1S A5,
KSITvrai +72Text KSITvrai +72Text —mt
Soit finalement : T = xlé - xlé “T e MOP
KS, +—% KS, + %
L L
Exemple :
Conductivité » |15W/mc | I\ [ L=10cm
Coef. dechK 1000 w/m? °c — L=2cm
S, Cube de coté 1 mm 50 mg
S Rexs 2 mm ; Rypy 1.9
2 ext mo nt mm .l- (S)
Cp 500 J/kg°C : : : : : ‘
T 25 °C 10 12 14 16 18 20
Tvrci '15 oc ------
m=5mg

Influence sur la réponse du capteur de température :
e De la longueur du doigt de gant : incidence sur la justesse de la mesure
e De lamasse du capteur : incidence sur la rapidité de mise en température.

Jean CASTAING-LASVIGNOTTES http://jc.castaing.free.fr/
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FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

oV _ 2V, cosb oV _ Visinb
o p’ o6 o2
dV=—2Vl (;ose p—Vl sinGde
p p
o*v _ 6Vycos0 o*v _ Vjcos0
=t 4 2 2
op P o6 P
&’V 2V;sin® d’V_ 2V;sin®
dpoo 0’ 200p 0’
p___ X P___ ¥
ox x2+y2 oy /x2+y2
dp=—2  dx+—2 _dy
\/x2 +y? \/x2 +y?
2 1 3 2 s 3
—2 Py T (K YY) 2 2—§=(x2+y2> Pyt (7 Hy?) 2
X y
62p - 52p 3
=—xy(x’> +y?) 2 =—xy(x* +y?) 2
Oyox 0x0y
RT PV RT
PV, T)= 2 T(P, V)= —: V(P, T)= ==
\" nR P
mR_P o __nRT__P
vV T oV v: Vv
P _ d°P 2P
o Py
oT ov: v
0’ __mR o’p_ __mR
ovVaoT v? oTovV NE
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(P+—)(V b)=RT donc P_ﬂ_i

V-b V

oP RT
N v 2 tioy
v (V-b? VvV

d°P _ 2RT a

ov:  (V-by} V*

#P R

oTOV — (V—b)>

P R
aT  (V-b)
2
2r o
oT
P R
oVoT  (V-b)?

On a U, différentielle exacte, c'est a dire que pour les variables S et V, on peut écrire :

dU = a—UdS a—UdV
oS ov

or, nous savons aussi que : dU = TdS — PdV

aussi, Y _ Tet v -P
oS ov
2 2
U étant une différentielle exacte, oV _oUu
oVoS  0SoV

o*u _ar ’u  op

Or, —
oVoS 6V asev s
Donc o _*
ov oS

Les expressions du volume et de la surface d'une bofte de conserve de longueur L et de

diamétre D sont :

Ve nD’L
4
2
S=nDL+2. @

Leurs différentielles sont respectivement égales a:

4V - wD? ., DL

dD
dS = nDdL + (nL + nD)dD

A volume constant (dV=0), on a %dL =-LdD, que I'on remplace dans I'expression de dS pour

obtenir : dS=(nD-nL)dD , qui s'‘annule (présence d'un extremum) lorsque D=L.
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Un point situé sur un cercle centré en O(0, 0) a pour coordonnées x et y. Sur un quart du
cercle et pour un angle d6 fixé, une variation de dx s'accompagne d'une variation de dy. La
surface élémentaire dS limitée par les droites x, x+dx et la droite d'angle d6 nhous donne

dS=y(dx)+ B o les éléments différentiels étant des infiniment petits du premier ordre, on

peut négliger le terme du second ordre.

Ainsi, dS=ydx. Or, fg(d9)=1 et le développement de tg(db) est égal a d6, si bien que
X

dS=dbxdx. Cette surface étant définie pour un quart de cercle, on a alors :

T
2 R 2
S=4I Idedx:4£R—:nR2
22
0=0 x=0

10
Sur un quart de sphére, I'élément différentiel dr multiplié par la surface =r’ définit
I'élément de volume élémentaire dV=rr’dr
Aussi le volume total est égal a:

R 4
V=4jnr2dr=—nR3
: 3

11
Sur un quart de sphére, le barreau de périmetre p=2nr dont les cotés ont pour longueur dr
défini I'élément différentiel de volume dV=2 nr.dr.dr

RR
Le volume total est donc V=4 ”2nr.dr.dr = %nR3
00

12
L'élément de volume élémentaire pris dans un quart de sphére est égal a dr.dr.r.sin(d 6),
encore égal a r.d6.dr.dr.
Le volume entier est donc égal a:

27RR RR R 4
V=4[ [[dOrdrdr =8| [ rdrdr =4 [r’dr=—nR’
3
000 00 0
13
K2 _ 2
2= y2
X +y
oz 4xy’ 0%z ) y? —3x?
- 2 2 - 2
o (x2+y2) 0x (Xz +y2)
0z 4x2y 0%z 2 x? —3y2
oy (2. 2\ P 2, 2)?
(X Y ) (X +y )
Jean CASTAING-LASVIGNOTTES http://jc.castaing.free.fr/

2001 jc.castaing@free.fr
17


mailto:jc.castaing@free.fr
http://jc.castaing.free.fr/
mailto:jc.castaing@free.fr
http://jc.castaing.free.fr/

SolmatOl.pdf

0%z B )(3y—xy3 0%z

oxdy (x2 +y2)2  Oyox

z=Ax’ + 2Bxy + Cy2

2
% 5Ax+2By LI
aX 6X2
2
% 9By +2Cy a—fzzc
ay oy
622 B _ 622
Ox0y Oyox
14
z = f(u), avec u = xy.
%:@a_u: yf'(u) %:%@:Xf'(u)
0x  0Ou Ox 0y Ou oy
%z oz . 0z . 0z . ou 5
gz _2 ]: ) =yt ). M=y
W]y @ ey @ =y W
2
== @[xf'(u)] —x ¢ ) = x 8 (). = 2 ()
oy~ Oy oy ou oy
2
—(fxazy - %[yf'(u)] —1f () + y%f'(u).% = £'(u) + xyf () = £ (u) + uf " (u)
_ 0%z
Oyox
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